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九州大学マス・フォア・インダストリ研究所

APCMfI
The Asia Pacific Consortium of Mathematics for 
Industry
アジア・パシフィック産業数学コンソーシアム

• 共同利用研究集会
• デジタル映像表現のための数理的手法(MEIS2017) など

• AIMaP研究集会
• CG技術の実装と数理2017 など

• CEDEC x IMI コラボセッション
• 大規模グラフ解析と都市 OS の開発 (藤澤克樹,2017年)
• 暗号の安全性はどのように評価するのか (高木剛,2016年)
• データ解析における学習理論と統計学の特徴と生かし方

(西井龍映,2015年)
• CGにおける運動や変形の記述とその数理 (落合啓之,2014年)
• 行列の数理と運動の記述 (落合啓之,2013年)

2011年 アジア初の産業数学の研究所として創設される
2013年 産業数学の先進的・基礎的共同研究拠点に認定される
2014年 アジア・パシフィック産業数学コンソーシアム創立
2017年 文科省委託事業AIMaP幹事拠点

(Advanced Innovation powered by Mathematics Platform)
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Outline

一般論
ラプラシアンを例に
ケーススタディ

導入

課題

• 独学の難しさ

• 数式の行間

学び方

• 前提知識とは？

• 前提知識の調べ方

行間
• 一般化

• 独学で理解できるか？
• なぜラプラシアンを利用？

• 論文を実装・応用してみる

• 定義域毎のラプラシアン
• ラプラシアンの「心」

• ラプラシアンの利用例
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難易度低め: 人によっては退屈かも？

難易度高め: 人によっては難しいかも？

今回の講演ですべてを理解するのはおそらく難しい
自分で勉強しようと思ったときに読み返してもらえるとうれしいです
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Peter-Pike Sloan, Jan Kautz, and John Snyder.
Precomputed radiance transfer for real-time rendering in 
dynamic, low-frequency lighting environments.
ACM Trans. Graph. 21, 3 (July 2002), 527–536.

導入: 例①球面調和関数
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• PRTやLPVなどで利用

導入: 例①球面調和関数

Spherical Harmonic Lighting: The Gritty Details, Green, R.,
http://www.research.scea.com/gdc2003/spherical-harmonic-lighting.html 2003.
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Bruno Vallet, and Bruno Lévy.
Spectral Geometry Processing with Manifold Harmonics. 
Computer Graphics Forum, Wiley, 2008, 27 (2), pp.251-260.

導入: 例②メッシュプロセッシング
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• データ圧縮

• スムージング

• 変形

• …

導入: 例②メッシュプロセッシング
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Rhaleb Zayer, Christian Rössl, Zachi Karni, and Hans‐Peter Seidel
Harmonic Guidance for Surface Deformation
Euro Graphics, (2005)

導入: 例③Deformation

S. Kaji and G. Liu, Probe-type deformers, Mathematical Progress in Expressive 
Image Synthesis II, pp. 63--77. Springer-Japan, 2015.
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Pérez, P., Gangnet, M., and Blake, A.
Poisson image editing
ACM Trans. Graph. 22, 3 (2003), 313 - 318.

導入: 例④Poisson Image Editing
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開発で関連する技術を実装し

ラプラシアンの理解が必要だと仮定します

どう勉強すればいいでしょうか？
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• Wikipediaは？

球面調和関数を調べる

未知のワード

• ∂

• ラプラス作用素

• 斉次多項式

出典: https://ja.wikipedia.org/wiki/球面調和関数
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• 増えていくワード

– 多様体

– テンソル

– 外微分

– ホッジ双対

– ...

次はラプラス作用素を調べると

出典: https://ja.wikipedia.org/wiki/ラプラス作用素
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• 外積代数

• ベクトルバンドル

• 微分形式

• …

ホッジ双対？

出典: https://ja.wikipedia.org/wiki/ホッジ双対
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行間を読むのが難しい(球面調和関数)

出典: https://ja.wikipedia.org/wiki/球面調和関数
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∆𝑓 = (
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
,
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
, 
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
) 数式は分かるけど…

• 以下との違いは？

– ∆𝑓 = 𝑡𝑟 𝐻 𝑓

– ∆𝑓 = 𝑑∗𝑑𝑓

– ∆𝛼 = 𝑑∗𝑑𝛼 + 𝑑𝑑∗𝛼

• ただの二階微分じゃないの？

行間を読むのが難しい(ラプラシアン)
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• 前提知識が分からない

• 行間が読めない

• 必要な数学知識の学び方(の一例)

• 数式間のギャップを埋める

課題・アプローチ

ロードマップ
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• 以下はすべて「前提知識」

– 利用に必要な知識

– 理解に必要な知識

– 応用(研究・一般化)に必要な知識

– 理解してなくてもよい知識

「前提知識」とは？

自分が今必要なのはどれか？
意識する必要がある
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利用時は「通常の三次元空間」と考えてよい
⇒応用に必要な前提知識

前提知識の例

『ラプラス作用素は、
n次元ユークリッド空間上の
関数𝑓の勾配𝛻𝑓の発散𝛻 ⋅
として定義される
二階の微分作用素
である』

(出典: https://ja.wikipedia.org/wiki/ラプラス作用素)
ベクトル解析 偏微分

内積空間 線形空間 …

理解に必要な知識

微分作用素
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ロードマップ例: 高校数学～(連続)ラプラシアン

勾配
(ベクトル解析)

ユークリッド空間
(線形代数)

連続
ラプラシアン

偏微分
(微分積分) 発散

(ベクトル解析)
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ロードマップ【高校数学～ラプラシアン】

多様体

Cotan Laplacian
(メッシュのラプラシアン)

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

フーリエ展開

微分幾何

Laplace-Beltrami 作用素
(多様体のラプラシアン)

球面調和関数(SH)極座標ラプラシアン
(球面のラプラシアン)

離散(差分)ラプラシアン
(グラフ,格子のラプラシアン)

Poisson 
Image Editing

例④

行列

内積

ラプラシアン
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

ポアソン方程式
【微分方程式】

離散外積代数

線形代数

メッシュ
プロセッシング

例②

SH法
例①

Deformation
例③

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装

スペクトル分解
(基底展開)

(Cotan Laplacianの)

固有ベクトル

コレスキー分解
疎行列
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ケーススタディ: 
実際の論文の実装と
ロードマップの使用例を考える
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• Bruno Vallet, Bruno Lévy.
Spectral Geometry Processing with Manifold Harmonics. 
Computer Graphics Forum, Wiley, 2008, 27 (2), pp.251-260.

ケーススタディ: 論文の実装を考える
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• Discrete Exterior Calculus

• Simplex / Simplicial Complex

• Manifold

• Vector Space

• Exterior Derivative

先頭から読んでいくと…

利用・理解・応用にすべての
前提知識が必要なわけではない
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方針

知識の前提条件の確認として
ロードマップを利用したい

実装
(not 論文の理解)

実装に必要な
知識の習得

応用①
応用①に必要
な知識の習得

応用②
応用②に必要
な知識の習得

前提知識の習得

前提知識の習得

前提知識の習得
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・C++のジオメトリ処理ライブラリ

・ヘッダーのみなのでincludeするだけ

で動く

・CG処理で欲しい機能の多くが

関数として実装されている！

libigl紹介 太田

引用：https://libigl.github.io/

libiglとは
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libigl紹介 太田

• 実は論文の実装はlibiglの関数で可能

(チュートリアルに同様の内容がある)

・今回メインとなるCotan Laplacianも

関数一行で書ける

igl::cotmatrix(V,F,L);

V:頂点情報 F:面情報

L:ラプラシアン行列
(出力)

ラプラシアン行列を用いた平滑化の様子
引用：https://libigl.github.io/tutorial/
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libigl(https://libigl.github.io/)の
tutorialに” Eigen Decomposition”が、
そのまま実装されている

しかし...

実装するには(ライブラリ利用)

Cotan Laplacian

Hodge star (Mass matrix)

Eigen vectors

https://libigl.github.io/
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• パフォーマンス

• ライセンス

ライブラリ利用時の典型的な課題

単なる実装だけでは不十分
応用が必要
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線形代数が分かれば実装できそう

応用①(一部ライブラリ使用)
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ロードマップ【高校数学～ラプラシアン】

多様体

Cotan Laplacian
(メッシュのラプラシアン)

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

フーリエ展開

微分幾何

Laplace-Beltrami 作用素
(多様体のラプラシアン)

球面調和関数(SH)極座標ラプラシアン
(球面のラプラシアン)

離散(差分)ラプラシアン
(グラフ,格子のラプラシアン)

Poisson 
Image Editing

例④

行列

内積

ラプラシアン
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

ポアソン方程式
【微分方程式】

離散外積代数

線形代数

メッシュ
プロセッシング

例②

SH法
例①

Deformation
例③

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装

スペクトル分解
(基底展開)

(Cotan Laplacianの)

固有ベクトル

コレスキー分解
疎行列
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単体(Simplex)と線形代数がわかれば
実装できそう

応用② (ライブラリ不使用)
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ロードマップ例【高校数学～ラプラシアン】

多様体 Cotan Laplacian

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

微分幾何

Laplace-Beltrami 作用素

離散(差分)ラプラシアン

行列

内積

ラプラシアン
𝜕

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

離散外積代数
線形代数

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装

こちらのラプラシアンは必須ではない
(不要な知識)

必要な前提知識が分かる
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ここまでのまとめ

・新しい技術や数学を独学することは難しい

・必要な前提知識がたくさんあるように見える
・実際に必要な知識と不要な知識を見分けることは困難

どういう順序で勉強すればいいかわからない！
↓
ロードマップがあると、スムーズに学ぶことができる。
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• ラプラシアンの利用例

・独学の難しさ
・数式の行間

・前提知識とは？
・前提知識の調べ方
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後半では

数式の「心」を理解したい
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課題

「実装だけでなく、なぜ上手くいくのか知りたい」

「どうやって(計算方法を)思いついたのか知りたい」

・数式の「心」とは？ 特に技術開発で！

→応用や発展を見据えた
理解がもとめられる

が、そこまで理解することは難しい……
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なぜ難しいのか？ → 認識のギャップ

例１) 微分←→積分

「傾き」と「面積」をそれぞれ計算できる人でも

実はそれが逆関係であると自力で気付くのは難しい

しかし、最新の論文などでそこから解説してくれるものはほとんどない

技術が高度になるにつれ、
書かれている言葉には「行間」が広くなっていく

課題
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例２)

コンピュータ関連の数学では、これらの関係が暗黙に扱われる。
これらの関係は、初学者では気付けないことも多い

ユークリッド空間・多様体
微積分
微分
積分

(線形)微分方程式

∆𝑓 𝑥 =
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑓

グラフ・メッシュ(単体複体)
線形代数
差分
内積

行列方程式

∆𝑓 𝑥 = 

𝑥−𝑡 =1

𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥

現実(連続) コンピュータ(離散)

離散化

極限
(近似)

課題
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• 前提知識が分からない

• 行間が読めない

• 必要な数学知識の学び方(の一例)

• 数式間のギャップを埋める

後半の目的

ロードマップ

ラプラシアン版を
作成しました
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後半の目的

・「なぜ？ どうして？」の解消

・ロードマップの紹介

ラプラシアンの「心」を理解したい！！
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• ラプラシアンの利用例
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ラプラシアンを用いた技術の例

球面調和関数(例①) メッシュプロセッシング(例②)

JEPG圧縮

様々な場所で用いられる
近似(圧縮)の技術

共通のキーワード
「ラプラシアン」

(引用:https://www.slideshare.net/ginrou799/ss-46355460)
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Cotan Laplacian

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

微分幾何

球面調和関数(SH)極座標ラプラシアン

離散(差分)ラプラシアン JPEG圧縮

行列

内積

ラプラシアン
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

離散外積代数

線形代数

メッシュ
プロセッシング

例②

SH法
例①

ラプラシアンとは？

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装
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Cotan Laplacian

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

微分幾何

球面調和関数(SH)極座標ラプラシアン

離散(差分)ラプラシアン JPEG圧縮

行列

内積

ラプラシアン
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐
+

𝝏𝟐

𝝏𝒚𝟐

離散外積代数

線形代数

メッシュ
プロセッシング

例②

SH法
例①

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装

ラプラシアンとは？
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Q: ラプラシアンとは？

ラプラシアンとは？

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

∆= 𝑑𝛿 + 𝛿𝑑
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ラプラシアンとは？

いろいろな場所(定義域)で

フーリエ展開をするために必要なもの

ラプラシアンの「心」

(今回の講演では)

【答えの一例】
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• ラプラシアンの利用例
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【音声サンプリング技術】

フーリエ展開

(引用:http://oto-kata.jp/home/h05-1.html)

高周波がカットできる
(可聴域だけ残す)

↓

有限データ数で音を(ほぼ)再現可能に

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos
𝑛𝜋𝑥

𝐿
+ 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿

フーリエ展開の紹介
与えられた波形𝑓 𝑥 に対し、以下のような展開ができる
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フーリエ展開

𝑓 𝑥 = 𝑎0 +

𝑛=1

∞

𝑎𝑛 cos(𝑛𝑥) + 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥)①簡単な波の重ね合わせ

②係数が簡単に計算できる
→内積になっている

𝑎𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑡 cos(𝑛𝑡) 𝑑𝑡

𝑏𝑛 =
1

𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑓 𝑡 sin(𝑛𝑡) 𝑑𝑡

出典：https://ja.wikipedia.org/wiki/ジョセフ・フーリエ

sin 𝑥 , cos 𝑥

ポイント

③係数が周波数という
物理量と対応

これを他の分野でも応用したい
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フーリエ展開

・一般的にsin 𝑥 , cos 𝑥の拡張は簡単ではない。

応用したいが……

・sin 𝑥 , cos 𝑥 は一次元の波しか表現できない

ラプラシアンの出番！！

【問題点】
他の応用先の簡単な波とは何か？？

基本の波ってどうやって見つけるの？？
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ラプラシアンと基本波

簡単な波(sin, cos)の特徴とは？

Δ =
𝑑2

𝑑𝑥2

フーリエ変換で分解に用いたsin (𝑛𝑥)や cos(𝑛𝑥)を使うと

𝑑2

𝑑𝑥2
sin(𝑛𝑥) = −𝑛2 sin(𝑛𝑥) 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥

(線型代数の知識)

固有値
ラプラシアン

固有関数

ラプラシアンが分かれば基本の波が決められる！！

(ラプラシアンの1番簡単な例)

「基本の波」←→「ラプラシアンの固有関数」の関係



© 2020 Kyushu University / SQUARE ENIX CO., LTD. All Rights Reserved.

ラプラシアンは拡張できる！！

3次元ラプラシアン
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

ラプラシアン
𝑑2

𝑑𝑥2

球面のラプラシアン
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕𝑓

𝜕𝑟
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
+

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕2𝑓

𝜕𝜙2
ቐ
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

極座標変換

差分(ラプラシアン)
𝛿2𝑓 = 𝑓 𝑥 + 1 − 2𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − 1

微分←→中心差分

𝛿𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 +
1

2
− 𝑓 𝑥 −

1

2

グラフのラプラシアン
∆𝑓(𝑥) = 

𝑥−𝑡 =1

𝑓 𝑡 − 𝑓 𝑥

ラプラシアンが分かったので、基本の波が計算できそう！

ラプラシアンと基本波
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いろいろな基本の波

いろんなラプラシアンがあったのは
定義域の違いが原因！！

定義域 ラプラシアン 固有関数

[0,2𝜋] 【円周】 𝑑2

𝑑𝑥2
sin 𝑥 , cos 𝑥

球面 球面ラプラシアン 球面調和関数【SH】

画像【M×N格子】 離散(差分)ラプラシアン 𝑒
2𝜋𝑖

𝑥
𝑀
+
𝑦
𝑁

3Dメッシュ Cotan Laplacian (行列の)固有ベクトル

ラプラシアンと基本波

※この固有関数が本当にsin,cosの代わりになるかは
議論が必要だが、大体の場合は良い性質を引き継いでいる
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• 離散フーリエ展開(DFT,FFT)

様々なフーリエ展開の例

フーリエ展開の離散ver
コンピュータのデータは離散のため実用上はこちらを用いることが多い

𝑁個のデータ𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑁に対し 𝑓𝑛 =
1

𝑁


𝑘=0

𝑁−1

𝐹𝑛 𝑒
2𝜋𝑖 𝑘
𝑁

𝑛

𝐹𝑛 = 

𝑘=0

𝑁−1

𝑓𝑘 𝑒
−
2𝜋𝑖 𝑘
𝑁

𝑛

画像圧縮や大容量通信に使われている！

と展開できる

差分ラプラシアン
𝑓 𝑥 + 1 − 2𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑥 − 1

基本波

𝑒
2𝜋𝑖 𝑛
𝑁

𝑥

固有関数

周波数𝐹𝑛の計算も容易
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• JEPG圧縮

(引用:https://www.slideshare.net/ginrou799/ss-46355460)

高周波をカットして復元することで
大幅な圧縮を実現！！

𝐹𝑛,𝑚 = 

𝑘=0

𝑁−1



𝑙=0

𝑀−1

𝑓𝑘,𝑙𝑒
−2𝜋𝑖

𝑘
𝑁
𝑛+

𝑙
𝑀
𝑚

画像データを2次元離散フーリエ変換
(正確には離散コサイン変換)

様々なフーリエ展開の例

𝑓𝑘,𝑙は周波数の大きさになっている！
(画像の細かさ)

→音声サンプリングと同じ発想
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• 球面調和関数(SH)

球面座標ラプラシアン(の角度部分)

様々なフーリエ展開の例

𝑌𝑘
𝑚 𝜃, 𝜙 = −1

𝑚+ 𝑚
2

2𝑘 + 1

4𝜋

𝑘 − 𝑚 !

𝑘 + 𝑚 !
𝑃𝑘

𝑚 cos 𝜃 𝑒𝑖𝑚𝜙

球面調和関数

固有関数

・ライティング情報をSHで展開

・高周波部分をカットして近似

・復元もただの内積計算なので速い！

【SH法】
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• ３DCGに応用した場合

Cotan Laplacian
(メッシュ上のラプラシアン)

フーリエ展開のようなもの

↑各固有ベクトルが
周波数成分に対応している

様々なフーリエ展開の例

高周波を削ると、細かい凹凸が消える



© 2020 Kyushu University / SQUARE ENIX CO., LTD. All Rights Reserved.

多様体

Cotan Laplacian
(メッシュのラプラシアン)

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

フーリエ展開

微分幾何

Laplace-Beltrami 作用素
(多様体のラプラシアン)

球面調和関数(SH)極座標ラプラシアン
(球面のラプラシアン)

離散(差分)ラプラシアン
(グラフ,格子のラプラシアン)

Poisson 
Image Editing

例④

行列

内積

ラプラシアン
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

ポアソン方程式
【微分方程式】

離散外積代数

線形代数

メッシュ
プロセッシング

例②

SH法
例①

Deformation
例③

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装

スペクトル分解
(基底展開)

(Cotan Laplacianの)

固有ベクトル

ロードマップ【高校数学～ラプラシアン】
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ロードマップ【高校数学～ラプラシアン】

多様体

Cotan Laplacian
(メッシュのラプラシアン)

単体的複体
【位相幾何/トポロジー】

微分積分
勾配・発散

【ベクトル解析】

微分形式
外微分

ホッジ作用素

固有値・固有ベクトル

フーリエ展開

微分幾何

Laplace-Beltrami 作用素
(多様体のラプラシアン)

球面調和関数(SH)極座標ラプラシアン
(球面のラプラシアン)

離散(差分)ラプラシアン
(グラフ,格子のラプラシアン)

Poisson 
Image Editing

例④

行列

内積

ラプラシアン
𝜕

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

ポアソン方程式
【微分方程式】

離散外積代数

線形代数

メッシュ
プロセッシング

例②

SH法
例①

Defomation
例③

基礎 応用
高校～大学1，2年生 論文・実装

スペクトル分解
(基底展開)

(Cotan Laplacianの)

固有ベクトル
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ラプラシアンの「心」
ラプラシアンの心が分かると

どの技術も同じ発想で生まれることが分かる！
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